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复杂区域三维有限元四面体网格自动生成研究
 

吴火珍，焦玉勇，李海波，张秀丽 

（中国科学院武汉岩土力学研究所 岩土力学与工程国家重点实验室，武汉 430071） 
 

摘  要：基于经典三维 Delaunay四面体网格的生成算法，介绍了一种三维约束 Delaunay三角化网格划分算法，通过对约束

的恢复和局部退化的消除，保证了边界的一致性和网格的惟一性，实现了三维约束区域的四面体网格自动生成；通过对四面

体的外接球半径与其最短边长度的比值（记为 a）和四面体体积与其外接球体积的比值（记为 n）的控制，避免质量不佳的

单元，使生成的网格达到预期的质量要求，并提出了一种 a 和 n 的计算方法，简化了质量参数的计算过程；对几何形状复杂，

特别是含有薄层的实体，可通过在实体上增加约束来提高网格的质量和缩短计算时间，使该方法能够实现岩土工程中不同地

质条件下的复杂区域的三维有限元网格自动生成，并且能够保证生成的网格质量较好，为高精度的有限元计算提供了充分条

件。计算实例表明，该算法能够将复杂三维实体剖分成质量较好的 Delaunay 四面体网格，可有效地应用于工程中有限元网

格的生成。 
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Study of 3D finite element tetrahedral mesh automatic  
generation for complex regions 
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（State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics, 
Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China） 

 
Abstract：Based on the classical 3D Delaunay tetrahedral mesh generation method, a 3D constrained Delaunay triangulation 
algorithm is presented. By restoring the constrained boundary and removing the local degeneracies, the consistency of the solid 
boundary and the uniqueness of the mesh could be guaranteed. In this way, the constrained Delaunay triangulation method could be 
applied effectively to generate tetrahedral mesh for any complex 3D solids with the constraints. By controlling the ratio value of the 
circumradius of the tetrahedron to its shortest edge length (denoted as a), and the ratio of the volume of the tetrahedron to the volume 
of its circumscribing sphere (denoted as n), the low-quality elements are avoided; and also a method to calculate the a and n which 
simplifying the calculation process is proposed. For the entity with complicated geometry, especially the entity containing the thin 
layers, adding constraints could improve the mesh quality and shorten the calculation time. So, by using the method, the 3D finite 
element mesh for complex region under different geological conditions could be automatically generated in the civil engineering; and 
the high quality of the mesh which could be guaranteed provides sufficient condition for the high-precision finite element calculation. 
The verified examples show that the high-quality constrained tetrahedral mesh for any complex 3D solids could be generated by the 
constrained Delaunay triangulation method; and it could be applied effectively to the finite element mesh generation in engineering. 
Key words: constraints; Delaunay triangulation; mesh generation; complex regions 
 

1  引  言 

现代工程分析计算如岩土及地下工程分析计

算中，最常用的数值方法是有限元法。有限元法需

要进行大量复杂的前处理，因此，一个好的有限元

网格生成算法不仅能够大大节省计算时间，且能够

提高计算精度。网格生成技术经过过去的几十年，

特别是近 20 年的发展，很多算法都发展得相当成

熟。在众多的网格自动生成算法中，Delaunay 三角

化方法由于生成的网格质量高、算法容易实现，且
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适用于任何边界区域等优点，得到了广泛的发展和

应用[1－3]。 
目前，二维 Delaunay 三角化算法已经发展得相

当成熟，但在三维区域中，由于空间关系比较复杂，

Delaunay 三角化仍然存在一些问题需要解决，特别

是存在约束限定的区域，边界的一致性是一个尚需

研究的问题。经典的 Delaunay 三角化方法只能适用

于凸形区域，对于存在约束限定的三维区域，对约

束边界的处理需要作一些补充，处理三维约束区域

的 Delaunay 三角化方法称为约束 Delaunay 三角化

方法，由三维约束区域生成的四面体称为约束

Delaunay 四面体[4－6]。 
基于上述三维约束 Delaunay 算法，本文经过大

量的计算机编程工作，将 Si 教授的网格生成 DOS
程序 [7]作了改进移植，实现了该程序的 Visual 
C++6.0 平台编译，可在 Windows 环境下运行，并

通过控制四面体单元外接球半径与其最短边长度的

比值和四面体体积与其外接球体积的比值保证生成

的网格的质量。对几何形状复杂的实体，可通过增

加约束提高网格的质量和计算时间，使程序能够实

现岩土工程中不同地质条件下复杂区域的有限元网

格自动生成。经算例验证，表明该程序可以实现岩

土工程中复杂约束三维区域的三角化剖分，能够生

成高质量的有限元四面体网格。 

2  约束 Delaunay 三角化算法 

Delaunay 三角化方法源于 Delaunay1934 年提

出的 Delaunay 准则[8]。Delaunay 准则的含义为：区

域内的每一个三角形（四面体）的外接圆（球）不

包含其他的节点，该准则也称为空外接球准则。三

维域中，满足空外接球准则的四面体称为 Delaunay
四面体，由 Delaunay 四面体组成的网格称为

Delaunay 四面体网格。约束三维区域生成的

Delaunay 四面体网格称为约束 Delaunay 四面体化

网格。约束 Delaunay 四面体网格的生成算法是基于

经典适用于凸形区域 Delaunay 三角化方法基础上

的，是经典 Delaunay 三角化算法的补充。经典的

Delaunay三角化有逐点插入法、区域分解法等[9－12]。 
下面给出基于逐点插入法的适用于凸形区域

的三维 Delaunay 三角化算法： 
（1）定义一个立方体，包含待剖分区域的所有

节点，以立方体的 8 个顶点剖分成初始的 Delaunay
四面体网格； 

（2）向初始网格中插入节点； 
（3）找出外接球包含插入点的四面体 T，删除

T 的公共面，由 T 的顶点组成一个空腔。空腔的边

界面为三角形，并且每一个三角形均满足空外接球

准则； 
（4）连接插入点与空腔的每一个三角形面的顶

点，生成新的四面体单元； 
（5）保存新的四面体单位信息； 
（6）重复步骤（2），直到所有的顶点都插入网

格中； 
（7）删除立方体的顶点以及所有与立方体相连

的线段，恢复区域的边界。 
约束 Delaunay 三角化是在经典 Delaunay 三角

化基础上发展起来的，需要作一些补充，算法的流

程如下： 
（1）读取实体边界信息，并保存约束信息； 
（2）利用上面经典 Delaunay 算法生成初始的

Delaunay 四面体网格，这时不删除立方体边界； 
（3）恢复边界边； 
（4）消除局部退化； 
（5）恢复边界面； 
（6）删除立方体的顶点以及所有与立方体相连

的线段，恢复区域的边界，这时得到的网格即为约

束 Delaunay 四面体化网格。 

3  相关概念及理论 

任何一个实体的边界以及约束，都是由点、线

和面组成，因此，输入的实体的边界采用点、线和

面 3 部分来表示，记为 C。实体边界各点的坐标可

通过 AutoCAD 生成，将点坐标导出后作为实体边

界的输入数据。 
（1）定义 1 

V 是 C 中的所有的顶点集合，Y 是由 V 组成的

一种多边形（该多边形可以是四面体、三角形、线

段和点），如果 Y 存在一个外接球不包含其他的节

点，则 Y 是 Delaunay 化多边形；否则，Y 是非

Delaunay 化多边形。 
基于以上的 Delaunay 多边形的概念，有以下两

个命题[13]：①命题 1，三维空间剖分域上的任意一

条边 AB，如果 AB 是 Delaunay 线段，则线段 AB 必

为域内 Delaunay 三角化中的一条边。②命题 2，对

于三维空间剖分域中的一个三角面片ABC′，如果

ABC′是 Delaunay 化三角形，则面片ABC′必为

Delaunay 三角化中四面体的一个面。 
根据命题 1、2 得出，如果一个三角形的每一

条边都是 Delaunay 化线段，则该三角形为 Delaunay
化三角形；类似的，如果一个四面体的每一个三角
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形面片都是 Delaunay 化三角形，则该四面即是

Delaunay 化的四面体。在四面体网格生成过程中，

空外接球准则是判断 Delaunay 四面体的判据，但这

两个命题在本算法中，也用在特定情况下的对

Delaunay 四面体的判断。另外，根据命题 1，可在

边界边中插入节点，将边界边分裂成多个 Delaunay
化子线段，使其存在于 Delaunay 四面体中。 

（2）定义 2 
共面的 2 个四面体的所有节点包含在一个外接

球内，即相邻 2 个四面体的 5 个顶点在同一外接球

上，则由这两个四面体组成一个局部退化。 
三维空间中，由于组成局部退化的 2 个四面体

满足 Delaunay 的空外接球准则，因此，局部退化问

题在二维和三维中都存在，而存在局部退化的网格

具有不惟一性，需对局部退化要做特殊的处理，即

打破局部退化，使每一个四面体都是惟一的，以保

证网格用于有限元时计算结果的准确性。 

4  边界边的恢复 

Delaunay算法无论应用在二维还是在三维问题

上，都存在约束丢失的情况。当约束边不存在于

Delaunay剖分后的边的集合时，该约束边即被丢失。

一旦约束丢失了，必须对其进行恢复，这样才能保

证模型边界的一致性和对模型刻画的准确性。 
根据命题 1 可知，只要在丢失的约束边上插入

一定的节点，将丢失的线段分裂成几段 Delaunay 子

线段，即可使约束边存在于几个 Delaunay 四面体

中。由于三维空间问题比较复杂，需要确定合理的

插入点的位置[7, 14－15]。 
记以点 A、B 为端点的线段 AB，如果点 A 或点

B 处至少存在 2 条相交线段的交角小于 90°，则称

A 为锐角点。当一条线段的 2 端点都不是锐角点时，

则这条线段是Ⅰ类型线段，否则为Ⅱ类型线段。在

一条线段上插入节点，可将一条线段分成多条子线

段，规定子线段的类型属性与原始的线段属性相同，

例如：丢失线段 AB，为Ⅰ类型，在 AB 中插入点 N′，
这时，无论 N′是否是锐角点，线段 AN′、BN′都为Ⅰ

类型线段。v 是Ⅱ类型线段 AB 上的一个插入点，记

O(v )是线段 AB 的原来锐角点。 
线段 AB 丢失时，则一定是非 Delaunay 化线段，

即以 AB 为最大球面直径的球体包含其他的顶点，

定义被包含的节点称之为 AB 的包含点。边界恢复

算法中，插入点定义为 v 点，用来确定 v 点位置的

包含点定义为 P 点（如图 1 所示）。这样的 P 点满

足如下两个条件：①P 是 AB 的包含点；②P 点与 A、

B 形成的三角形PAB 的最小外接球半径大于 AB与

其他包含点形成的三角形的最小外接球半径。由于

PAB 的外接球半径也即是PAB 外接圆半径，因此

P 点的确定可转化为二维问题。由于可以多点在同

一球面上，这时的 P 点可能不是惟一的。当 P 点不

惟一时，可选择任意一点作为 P 点。 
 

 
A B 

P =P4 

P1 P2 
P3 

 
图 1  P点的确定 

Fig.1  Determining the point P 

 
图 1是关于丢失线段AB的P点确定的示意图。

P1～P4 都是 AB 的包含点，由于 P4 与 AB 所形成

的最小外接球半径最大，所以 P4 为 P 点。 
设 S(c, r)表示半径为 r、圆心为 c 点的球，该球

体与 P 点相关，v 是插入点。根据线段的类型，v
点按以下 3 种方法插入： 

（1）AB 是Ⅰ类型线段，则 v 点为 AB 与 S(c, r) 

的交点，S(c, r)的确定如下：如果
1
2

AP AB≤ 时，则 

圆心 c 为 A 点，半径 r 为 AP 长度，如图 2(a)所示，

这时，子线段 Av 上不需再插入节点，只需对 vB 线

段进行分裂；否则圆心 c 为 B 点，半径为 BP 长度，

类似的，此时子线段 Bv 不需要再插入节点，只需

对 vA 线段进行分裂。 
（2）AB 是Ⅱ类型线段，设线段分裂从 A 点往 B

点进行，设 ( )k O v ，则 v 为 kB 与圆 S(c, r)的交点。

S(c, r)的确定如下：圆心 c 为 k 点，半径 r 为 kP 的

长度。v 点插入后，比较 vB 与 vP 的长度。设线段

的分裂是从 A 点往 B 点段进行的，也就是子线段

Av 应是 Delaunay 线段。所以，当 vB 的长度小于 vP
的长度时，插入的点是无效的，此时放弃 v 点，用

下面的方法（3）来分裂 AB，如图 2(b)所示。 
（3）AB 是Ⅱ类型线段， ( )k O v ，记在方法（2）

中放弃的 v 点为 v，则 v 为 kB 与 S(c, r)的交点。 

S(c, r)确定如下：圆心 c 为 k 点，如果
1
2

pv Av  ， 

则半径 r 为 kA Av pv   长度；否则，半径 r 为 kA   
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1
2

Av长度，如图 2(c)所示。 

 

 P 

A 
B 

S(c, r) 

v 
r 

 

 P 

O
B 

S(c, r) 

v 
r 
A 

 
（a） AB 为 I 类型线段              （b）AB 为 II 类型线段(第 1 种) 

 
P 

O 
B 

S(c,r) 

v 
r 

A 
v' 

 
（c）AB 为 II 类型线段(第 2 种) 

图 2  插入点位置的确定 
Fig.2  Determining of inserted point position 

 
对于任何一条遗失的线段，反复应用以上 3 种

方法对丢失的线段进行分裂，直到所有分裂的线段

均是 Delaunay 线段。 
插入分裂节点后，删除所有与丢失线段相交的

四面体形成一个凸多边形，与插入节点一起重新生

成 Delaunay 四面体网格。丢失的线段即存在于新生

成的 Delaunay 四面体边的集合中，丢失的约束边被

恢复。 

5  局部退化的消除 

由于组成局部退化的四面体也满足 Delaunay
准则，因此，在三维 Delaunay 四面体网格中，存在

局部退化现象是普遍的。组成局部退化的 2 个四面

体，任意连接 5 个顶点生成的四面体都是 Delaunay
四面体，因此，由局部退化的 5 个顶点生成 2 个

Delaunay 四面体不是惟一的。为保证四面体网格的

惟一性，须消除网格中的局部退化。由于局部退化

的 5 个顶点在同一球面上，可以通过改变一个顶点

的位置来打破这种共面的性质，但改变任意一个顶

点，会影响其他四面体的性质，因此，这种通过改

变局部退化顶点位置来消除局部退化只在特定的情

况下才能采用。当不能使用该方法时，可通过称为

“插入节点法”来消除局部退化[7, 16－17]，插入节点法

是通过插入新的节点重新生成 Delaunay 四面体来

消除局部退化。 
如果实体中的一个顶点发生随机扰动而不影

响原实体的一致性，称该点可扰动，否则该点是不

可扰动的。例如，边界线段或者面片的一点沿着直

线方向或者面片内部移动时，不改变该直线共线性

或者面片的共面性，则该点是可扰动的；而 2 条或

者多条线段的交点以及 3 个或者多个面的交点，向

任何方向发生扰动都将影响整体的一致性，是不可

扰动的。 
设 N 是构成局部退化的四面体的顶点，则 N 包

含的顶点在同一外球球上。如果点 p 是 N 中的任何

一个顶点且可扰动，则局部退化可通过扰动 p 点来

消除。但是，p 点发生扰动后不能引起网格中线段

的非 Delaunay 性，如果 p 点发生任何扰动都会引起

其他线段变成非 Delaunay 线段，如图 3 所示，则扰

动法不可行。 
可以看出，通过扰动 p 点能够消除局部退化时，

这样的 p 点需满足两点：首先，p 点是可扰动的；

其次，p 点发生至少一个轻微的扰动不会引起网格

中的线段为非 Delaunay 线段。 
 

 

p 

 
图 3  扰动 p点引起线段的非 Delaunay 性 

Fig.3  Non-Delaunay feature of segment caused  
by disturbance point p  

 
图 3 所示是二维域中 p 点向任何一个方向移动

时，都会引起至少一条线段的非 Delaunay 性质，这

时扰动法不满足要求，需采用下面称为插入节点的

方法。 
插入节点法是通过向局部退化的区域插入一

个新的点 vb，以 vb作为新生成的四面体的顶点来重

新生成四面体网格。插入点位置的确定按如下规则： 
（1）当局部退化中不存在 4 点共面时，vb为局

部退化的外接球球心。 
（2）当局部退化中存在 4 点共面时，vb 为这 4

点的外接圆圆心。 
vb位置确定后，检验 vb是否引起其他边界边或

边界三角形面为非 Delaunay 图形，如果没有引起边

和三角形面为非 Delaunay 图形，则删除组成局部退

化的 2 个四面体的公共面，连接 vb与局部退化的三

角形面，生成新的四面体网格；否则，记录 vb点引

起的非 Delaunay 图形信息，vb点不插入网格中。应
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用下面的算法消除局部退化： 
（1）对 vb 引起的非 Delaunay 线段，插入线段

的中点，以该线段的中点作为四面体的网格顶点重

新生成四面体网格。  
（2）对 vb 引起非 Delaunay 三角形面，插入该

三角形的外接圆圆心 c，重新生成 Delaunay 四面体，

当 c 引起域内线段的非 Delaunay 性时，不插入 c，
用上面的第（1）步的方法插入中点分裂该线段。 

（3）检验（1）、（2）中生成的新的四面体中是

否有丢失的线段，如果有线段丢失，则应用边界边

恢复算法恢复丢失的线段。 
局部退化消除的算法比较复杂，程序实现时需

不停地应用空外接球准则来判断线和三角形面的

Delaunay 性质。运用局部消除退化算法时，新插入

的节点不会引起新的局部退化，局部消除算法能够

成功解决局部退化问题。 

6  边界面的恢复 

边界边恢复以及局部退化消除后，所有的线段

都存在于 Delaunay 四面体中，但约束面可能出现丢

失。边界面的恢复即是为了解决约束面的丢失。边

界面的恢复常采用边界面片与四面体相交情况，由

于该方法需判断面与体的多种相交情况，实现起来

比较复杂，这里采用空腔法来恢复丢失的边界面，

该方法容易实现。 
空腔法的算法如下： 

（1）找到共面的所有遗失面片，相交的面片的

删除公共边，由这些面片组成一个或者多个凸形区

域， 的边界为遗失面片的边。 
（2）找到所有与 相交的四面体并删除相交四

面体，这时删除的四面体组成一个空腔，空腔的边

界为删除四面体的面组成。 将空腔分成 2 个空腔

K，分别在 的两侧。 
（3）对每一个 K 进行四面体网格的划分。具体

实现算法如下：①对 K 进行扩大化处理。K 的边界

面为非 Delaunay 三角形面时，删除该面所在的四面

体，将删除的四面体区域加入 K 中，重复处理 K 的

边界，直到K的所有边界面均为Delaunay三角形面。

②将 K 划分成四面体网格。扩大化处理后的 K 是一

个凸多边形，利用经典的 Delaunay 三角化方法即可

将 C 中所有的顶点生成 Delaunay 四面体，生成后的

四面体是最后的约束四面体网格。 
经过以上的恢复算法后，最后得到的网格为约

束 Delaunay 四面体网格。 

7  单元质量的控制及网格剖分实例 

在任何网格生成的算法中，都需要控制生成的

网格单元的质量优劣。用于有限元计算的三角化网

格，应尽量使三角化单元的边长相等，即尽量使单

元中各边的夹角相等。反映到角度上即为单元中各

边的夹角尽量相等，夹角太小会引起有限元计算精

度的减低，甚至出现不收敛，因此，应避免单元中

边的夹角太小的单元存在。这里，用四面体的外接

球半径与单元中最短边的长度之比（记为 a）和四

面体体积与其外接球体积的比值（记为 n）来控制

四面体的质量。a 越小，表明网格质量好；而 n 越

大，表明网格质量越好。当单元为正四面体时，有

最小 a 值为 0.612 4 和最大 n 值为 0.122 5。网格生

成的过程中，先检查单元是否满足 a 要求，如果不

满足，则认为该单元质量不佳，应重新生成；如果

满足，再检查 n 是否满足要求，当 n 不满足时应重

新生成；当 a 和 n 都满足要求时，则认为网格质量

合格。 
设如图 4 所示任意四面体 ijmp，各节点坐标分

别为（xi, yi, zi）、（xj, yj , zj）、（xm, ym, zm）、（xp, yp, zp），

要计算该四面体的a和n需要求解三元二次方程组，

计算过程复杂。为了方便快速计算出 a 和 n 值，将

该四面体在全局坐标系下作如下变换：首先将四面

体 ijmp 分别沿 X、Y、Z 轴平移 xi、yi、zi，这时 i
点与坐标原点重合，再将四面体 ijmp 分别绕 X、Y、
Z 轴旋转- 、- 、- 角，每次旋转规定逆时针方

向为正， 大小为平移后线段 ij 与 Z 轴的夹角，
大小为第 1 次旋转后线段 ij 与 Y 轴的夹角， 大小

为第 2 次旋转后线段 im 与 X 轴的夹角。第 3 次旋

转后，四面体 ijmp 的位置如图 5 所示，这时，三角

面 ijm 在平面 XOY 内。 
 

 

i j 

m 

p 

X 

Y 

Z 

O

 
图 4  坐标变换前的四面体位置 

Fig.4  Location of tetrahedron before  
coordinate transformation 
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图 5  坐标变换后的四面体位置 

Fig.5  Location of tetrahedron after  
coordinate transformation 

 
设坐标变换后，顶点 i、j、m、p 的坐标分别为

（0, 0, 0）、（ jx , 0, 0）、（ mx , my , 0）、（ px , py , 

pz ），各点的坐标可根据变换过程得到。这时，可 

得到外接球心的坐标为（
2

jx
，

2 2( ) ( )
2

m m j m

m

x y x x
y

    


，

   2 2 2 2 2

2
p p p j p m m m j m p

p m

x y z x x y x y x x y

z y

               

 
），

四面体的体积为
1
6 j m px y z   。 

根据以上的计算公式，可求出正四面体的

a=0.612 4，n =0.122 5；记某单元 ijmp，边 ij 与 im
垂直相等，ip 垂直 ij 和 im，且其长度是 ij 的 2 倍，

则该单元的 a =1.224 7，n =0.043 3。输入边界信息

时给定 a 和 n，则网格生成的过程中计算每一个单

元的 a 和 n，使其满足给定的质量控制要求。 
当实体几何形状复杂，特别是出现含有薄层的

多种材料时，可能会出现邻近区域单元体积相差较

大，此时利用推进波前法的优点，在实体内增加合

适的约束点或者线段。在实体上增加合适的约束，

不仅可以提高网格的质量，并且能够提高时间效率。

对于含有节理和裂隙的实体，可以把节理和裂隙看

成是约束加入实体中，因此，该方法可用于节理裂

隙网络的生成。 
基于上述三维约束 Delaunay 算法，经过大量的

计算机编程工作，将 Si 教授的网格生成 DOS 程   
序[7]作了改进移植，实现了该程序的 Visual C++6.0
平台编译，可在 Windows 环境下运行，并通过质量

参数对生成的单元质量进行控制，提高了网格的生

成质量。 
图 6～10 是通过以上算法生成的三维实体的实

例。图 6 实体模型为某一隧道，生成的网格节点为

8 909 个，由 44 688 个单元组成，每个单元的 a ≤ 

1.1，n≥0.04。图 7 中实体模型为一个含有预制裂纹

的岩石试件，图中所示为剖面图，加密区域中间位

置为裂隙，裂隙附近网格自动加密，整个试件生成

的网格包含 2 855 个节点，15 209 个单元，网格中

每个单元的 a≤1.1，n≥0.04。图 8 的实体模型为含

有 3 种土层的肋式隧道，实体中隧道衬砌与底层的

土层厚度比例为 1:120，在第 2 和底层土层交接处

容易出现体积相差较大四面体，因此，在边界 AB
以及其厚度对应的另一条边界上插入了 8 个约束

点，单元外接球半径与其最小边长的比为 1.2，其生

成的四面体网格节点为 2 748，由 11 279 单元组成，

网格中每个单元的 a ≤1.4，v≥ 0.035。图 9 为含有

软弱薄层的 3 种地层的滑坡体，中间的软弱层和底

层厚度比为 1:200，由于在坡脚处 3 种地层接触，

容易生成体积相差较大的四面体单元，这时在顶层

地层的前后边界面上各加入一条长度从坡脚处到坡

度变化处的约束线段，加入约束后生成的网格含有

52 731 个单元和 30 890 个四面体单元，每个单元的

a≤1.3，n≥0.03。图 10 实体模型为岩石的张断裂模

式，生成的网格节点为 1 061 个，由 3 836 个单元组

成，每个单元的 a≤1.1，n≥0.04。 
 

 

图 6  隧道网格 
Fig.6  Meshes of 3D tunnel 

 

 

图 7  含有预制裂纹的岩石试件 
Fig.7  Rock sample containing precast crack 
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图 8  拱肋式隧道网格 
Fig.8  Meshes of 3D arch rib tunnel 

 

 

图 9  含有薄层的滑坡体 
Fig.9  3D landslide containing a thin soil layer 

 

 
图 10  岩石张裂隙模式 

Fig.10  Tensile crack mode of rock 
 
通过以上实例可以看出，该算法可以通过质量

参数 a 和 n 的控制使工程中的复杂实体剖分成高质

量的四面体网格，使其生成的网格达到预期的质量

要求。 

8  结  语 

研究了三维实体约束 Delaunay 三角化剖分算

法，该算法通过边界的恢复成功地解决了约束条件

下的 Delaunay 四面体网格的生成，通过质量参数 a
和 n 的控制，保证了生成的网格质量，使生成的网

格中每一个单元质量达到预期的质量要求。根据单

元节点在全局坐标系下的坐标转换，简化了质量参

数的计算。对于几何形状复杂，特别是含有薄层的

实体，通过在实体内部增加约束的方法来提高时间

效率和网格质量，使该方法能够实现工程中不同地

质条件下复杂区域四面体网格的自动生成，并且保

证了生成的网格达到预期的质量要求。通过计算实

例表明，该算法能够将复杂三维实体生成质量较好

的 Delaunay 四面体网格，可有效地应用于工程中有

限元网格的生成。 
致谢：本文的程序是在 H. Si 教授的公开的网格生成程

序代码上实现的，在此深表感谢！ 
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